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4.5 Cross Sections and the S-Matrix

Quantum �eld theoryの実験的検証 → 実験的に測定可能な量として，cross sectionと decay rateを計算

する。

実際に QFTを用いて cross sectionを計算する時は，一種の経由点として所謂 �S-matrix�・�T -matrix�・

�scattering amplitude�を用いて行う。ここではそれらの量を定義 (導入)する。

◆ 散乱の理想論 (1粒子が potentialにより散乱される場合)

理想的には，そもそも散乱とは漸近線から漸近線への写像である。つまり，時刻 t = −∞で無限遠方にあ
るような |φ〉(という表現も微妙なのだが……。)が，時刻 t = 0付近でとある potentialによって軌道が曲が

り，t = ∞で |χ〉(無限遠方)に至る，という話である。

まず，t = 0 での状態 |ψ〉 を考える。この状態が束縛状態で無いならば，t = ±∞ でそれぞれある状

態 |ψ±〉 に至るはずである。更にこれらは無限遠方にいるので，potential の影響を受けておらず，つまり

H = H0 + V ' H0 とできる。この状態をそれぞれ |ψin〉, |ψout〉とする。更に，Møller opelators Ω± を以下

のように定義する：

|ψ〉 = Ω+|ψin〉 (|ψ〉 t→−∞−→ |ψin〉)

|ψ〉 = Ω−|ψout〉 (|ψ〉 t→∞−→ |ψout〉)

ここで，bound stateが存在するので，Ω±が全射でないということに注意する。しかし，|ψout〉 = Ω†
−Ω+|ψin〉

である。ここで，「入ってきたやつは必ず出て行く」という漸近的完全性を仮定する。*1つまりこれは，ある

|ψin〉に必ず |ψout〉が対応するということであり，数学的に言えば，

S := Ω†
−Ω+

が全射であるということである。

すると，たとえば時刻 t = −∞で |φ〉だった状態が t = +∞で |χ〉になる (に散乱される)確率 wは

w(φ → χ) =
∣∣∣(〈χ|Ω†

−

)(
Ω+|φ〉

)∣∣∣2 = |〈χ|S|φ〉|2

で与えられる*2ことから，この演算子 S の行列要素 (S-matrix)が分かれば散乱の全てが分かることになる。

しかし，実際には様々な (原理的*3および実験的)問題から，そうは行かない。そこでこう，微分散乱断面積な

どの測定可能な量を扱いたがるのである。

ちなみに，今は Heisenberg pictureで記述しているので，H = H0 + V であるとすると

Ω+ = e−iH∞e−iH0(−∞) Ω− = e−iH(−∞)e−iH0∞

S = lim
T→∞

eiH0T e−2iHT eiH0T

となるのは当たり前である。

*1 この証明は難しい。「それほどひどくない potential」ではこれが成立することが知られている。具体的な話は [1, P.33]を参照。
*2 確率を計算するのは同時刻で行わなければならないことに注意！ ここでは t = 0で比較している。
*3 不確定性原理とかいうやつ。
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◆ 理想論 (多粒子の散乱)

これまでは 1粒子の問題であったが，ここからいよいよ本節で扱う多粒子の問題に入る。多粒子の場合に最

も特徴的なことは，様々な終状態があるということである。*4単純に考えて，量子力学の範囲でも弾性散乱・励

起・崩壊・束縛状態の生成・ionizationなどがある。となると，Hamiltonianもその channelごとに異なって

くる。しかし我々は，とりあえず終状態の粒子種は指定して議論するので，その点については心配する必要は

無い。

終状態の粒子種を議論してしまえば，先ほどまでの漸近的完全性なども成立する。(もちろん potentialがひ

どくない場合にのみ。)つまり演算子 S も引き続き定義できるわけである。また，今回の場合は energyに加

えて運動量も保存する。これは直感的にも自然であろう。

しかし bad newsもあって，それは先ほどの，実際の実験時に考えられるような「様々な問題」がひどくな

ることである。それを念頭において，実際に我々が観測できる量である，散乱断面積について議論する。

◆ The Cross Section

散乱断面積とは，σ := (粒子が衝突する確率) × (面積)である。

正確な定義を以下で述べる。[1]

まず，照射粒子は加速器により加速されるわけだが，加速器の生成する波動関数は時間的にば

らつきがあることに注意する。そのばらつきは，波束の照射位置・波束の運動量・波束の形，と

して記述することができる。

しかし，簡単のため，その運動量 pはとても精度が良いと仮定する。(こうしないと議論が難し

くなる。)

ここで，運動量に垂直な平面 S を考えると，加速器の生成する状態というのは，並進演算子

U(ρ)を用いて
|ψρ〉 := U(ρ)|ψ〉 (ρは S 上の vector)

と書ける。(つまり，この粒子は中心位置から ρだけずれた位置に入射した。)

さて，|ψ〉を中心とする beamが照射されたとき，散乱される粒子の個数 (散乱 beam中の粒子

数)N は，照射 beam中の単位面積当たりの粒子数 ninc に比例し，

N = nincw(ψ)

と書ける。ところが波束には前述のとおり，位置と形にばらつきがある。ここで beamが空間的

に一様であると仮定すると，(既に運動量はほぼ一定と仮定しているので)

N =

Z

d2ρ nincw(ψρ)

として空間的平均をとることができて，更にこのとき波束の形のばらつきは問題ではなくなる。

さて，古典的に考えると，望む面積 Σの物体に，単位面積当たりに n個の粒子を含む beamを

ぶち当てると，nΣ個の粒子が散乱されるはずである。これと比較すると，

N = nincσ; σ :=

Z

w(ψρ)d2ρ

として散乱断面積が定義される。

そして，微分散乱断面積とは，
dσ

dΩ
dΩ := (粒子が衝突して dΩに飛んでいく確率) × (面積)である。

*4 始状態から終状態への流れを channelという。つまり，多粒子散乱の場合は channelが沢山あるといえる。
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ところで，途中に仮定した「beam が空間的に一様である」というのは勿論大胆な仮定であり，実際には

beamはもちろん中心ほど濃いはずである。すると，

N =
∫

d2ρ ninc(ρ)w(ψρ)

としたほうが良いはずである。しかし beam密度があまり変化しない領域でのみ散乱が起きる，みたいなこと

を考えれば，まぁとりあえずの近似としては，無視しちゃってもいいんじゃないかなみたいな感じ。

微分散乱断面積 (Peskin流) 　

散乱断面積は，終状態を制限して「終状態が○○であるような散乱断面積」と云う風に限定して議論するこ

とが出来る。その終状態は，粒子種でもいいし，運動量でもいい。*5

運動量を指定した場合を考えてみよう。2粒子の衝突について考えると，運動量 vectorの要素は 8つであ

る。しかし保存則から，自由度は 4となる。ここで更に粒子の質量を指定すると，結局自由度は 2となる。こ

の自由度は通常，どちらか一方の粒子の散乱立体角 Ωに割り振られる。これが，我々の良く知っている微分

散乱断面積
dσ

dΩ
である。

つまり終状態の粒子 (あるいは少なくともその質量)を指定しないと，微分散乱断面積は役に立

たない。Textではこの部分には触れていないが，しかし注意しておかねばらないことであろう。

また，�どちらか一方の粒子の�という部分がなかなかの曲者であることは，量子力学での「同種

粒子の散乱」のところで十分わかっているだろう。同種粒子の散乱では，きっと検出器 (重心系)

は微分散乱断面積の 2倍の粒子を観測することになるのだ。

■崩壊率

崩壊率を Γ(単位時間当たり)で定義する。

■Breit-Wigner formula

量子力学では，Breit-Wigner formulaとして，散乱振幅および散乱断面積が

f(E) ∝ 1
E − E0 + iΓ/2

, σ ∝ 1
(E − E0)2 + Γ2/4

(4.63)

となった。これと似たような式が，今回成立する。

まず，ある波動関数の崩壊率が Γであるとき，その波動関数は

d
dt

|ψ(t)|2 = −Γ|ψ(t)|2 ∴ |ψ(t)|2 = e−Γt|ψ(0)|2

のようになる。これはつまり ψ(t) = e−iE0t−Γt/2ψ(0)になっていることと対応するわけなので，この粒子の

energy分布は，

ψ(E) =
∫

eiEtψ(t)dt

=
∫

eiEtψ(t)dt

=
∫

eiEte−iE0t−Γt/2ψ(0)dt ∝ 1
E − E0 + iΓ/2

であることがわかる。

*5 運動量は勿論 exactには指定できず，微分形式で語ることになる。
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これを相対論的に拡張しよう。散乱振幅は，時間が γ 倍になる，つまり Γ → Γ/γ となることを考えると，

f(p0) ∝ 1
p0 − Ep + iΓ/2γ

となる。*6更に Ep = mγ であることを考えれば，

f(p0) ∝ 1
p0 − Ep + i(m/Ep)Γ/2

にもうなずけるだろう。

ところで，この f(p0)を 2Ep で割ると，

2Ep

[
p0 − Ep + i(m/Ep)Γ/2

]
= 2Ep(p0 − Ep) + imΓ

≈ (p0 + Ep)(p0 − Ep) + imΓ

= (p0)2 − (m2 + ‖p‖2) + imΓ
= p2 − m2 + imΓ

となるが，これは明らかに Lorentz不変であり，簡潔である。

◆ The S-Matrix

■Wavepackets

ここでは，遷移確率の形状依存性を無視したいので，運動量的に狭い wavepacketを考える。

ここで最終的にやりたいことは，始状態と終状態を運動量の固有状態に取ったときの S 行列要素

out〈p1p2 · · · |kAkB〉in = 〈p1p2 · · · |S|kAkB〉

を求めることである。

その前に，ある状態 |φ〉を，運動量の固有 ket |k〉 (in the interacting theory)で展開しよう。

規格化が 〈k|k〉 = 2Ek(2π)3δ(3) で為されることを考えると，

|φ〉 =
∫

d3k

(2π)3
|k〉〈k|
2Ek

|φ〉

となる。左から 〈φ|をかけ，規格化を考えると，

φ(k) :=
〈k|φ〉√

2Ek

となり，(4.65)式が導かれる。

このように表示した stateを用いて，遷移確率

P = |out〈φ1φ2 · · · |φAφB〉in|2 (4.67)

を計算することを考えよう。ここで，in stateは時刻−T，out stateは時刻 T で定義された状態である。*7故に

out〈φ1φ2 · · · |φAφB〉in = lim
T→∞

〈φ1φ2 · · · |e−2iHT |φAφB〉

となる。

*6 Ep =
q

m2 + ‖p‖2 である。
*7 つまり，ここでは実は Heisenberg picture ではなく Dirac pictureで書かれているのである。
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ところで，この wavepacketsは座標に局在しているため，他の stateとは相互作用せず，独立に構成できる

ことに注意する。例えば，2粒子の stateは

|φAφB〉in =
∫

d3kA

(2π)3

∫
d3kB

(2π)3
φA(kA)φB(kB)√

2EA · 2EB
|kAkB〉in

のように構成できる。

■いきなり散乱断面積

以上から，散乱断面積は

σtot(φAφB → ALL) =

∏
f

∫
d3pf

(2π)3
1

2Ef

σ(φAφB → p1p2 · · · ) (4.75)

σ(φAφB → p1p2 · · · ) =
∫

d2b w([φAφB]b → p1p2 · · · )

=
∫

d2b
∣∣∣out〈p1p2 · · · |[φAφB]b〉in

∣∣∣2
となり，また

|[φAφB]b〉in =
∫

d3kA
(2π)3

∫
d3kB

(2π)3
φA(kA)φB(kB) e−ib·kB

√
2EA · 2EB

|kAkB〉in (4.68)

であるわけである。となると後は

out〈p1p2 · · · |kAkB〉in = 〈p1p2 · · · |S|kAkB〉 (4.70)

のみが問題となる。

■T -matrix

ここで，
S =: 1 + iT

と T を定義すると便利である。ここで S の unitarity はどうなったのだろう。T を複素数で定義して S を

unitaryに保つのか，それとも S を後で規格化することにするのか……。

こうすると，T は運動量保存則の要請を満たすことから (4.73)のようにしてMが定義できる。

結局，σ(φAφB → p1p2 · · · )は

σ =
∫

d2b

∣∣∣∣∣
∫

d3kA

(2π)3

∫
d3kB

(2π)3
φA(kA)φB(kB) e−ib·kB

√
2EA · 2EB

〈p1p2 · · · |iT |kAkB〉

∣∣∣∣∣
2

となる。ただし，微分散乱断面積の時にも散乱しなかった粒子は数えなかったように，ここでも S = 1 + iT

から 1を取り除いた。あとは straightforwardにこいつを計算するだけである。

計算の流れとしては，まず z 軸を S(つまり b)と垂直にとって，bの積分を処理して，すると k̄x
B と k̄y

B が共

に kx
B，ky

B になって消え，さらに k̄
{x,y}
A も同様に消える。

σ =
∫

d3kAd3kBdk̄z
Adk̄z

B
(2π)8

φAφBφ∗
A(k̄A)φ∗

B(k̄B)√
2EA2EB2ĒA2ĒB

× (2π)6δ(4)(kA + kB −
∑

pf )δ(2)(k̄{0,z}
A + k̄

{0,z}
B −

∑
pf )|M({ki} → {pf})|2
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ここで 2つめの delta関数を (4.77)に従って処理すると

σ =
∫

d3kAd3kB

(2π)6
|φA(kA)|2|φB(kB)|2

2EA2EB|vA − vB|
(2π)4δ(4)(kA + kB −

∑
pf )|M({ki} → {pf})|2

∼ |M({pi} → {pf})|2

2EA2EB|vA − vB|

∫
d3kAd3kB

(2π)6
|φA(kA)|2|φB(kB)|2(2π)4δ(4)(kA + kB −

∑
pf ) (4.78)

∼ |M({pi} → {pf})|2

2EA2EB|vA − vB|
(2π)4δ(4)(pA + pB −

∑
pf ) (4.79)

にまでいたる。(4.77)式で，2つの delta関数の中に共に含まれている変数 k̄z
B を，最初の delta関数につい

てのみ処理しているが，このような処理は許されるのだろうか。許されないような気がするのだが……。

現在

σtot ∼

∏
f

∫
d3pf

(2π)3
1

2Ef

 |M({pi} → {pf})|2

2EA2EB|vA − vB|
(2π)4δ(4)(pA + pB −

∑
pf )

になったわけだが，ここで相対論的不変 n体相空間として

∫
dΠn :=

 n∏
f=1

∫
d3pf

(2π)3
1

2Ef

 (2π)4δ(4)
(∑

pi −
∑

pf

)
(4.80)

を導入すると dσtot ∼
∫

dΠ2
|M({pi} → {pf})|2

2EA2EB|vA − vB|
となる。

∫
dΠ2 は容易に変形できて (4.82)まで至るので，

(4.84)・(4.85)は容易い。

■崩壊率

書いてあるとおり。

■最後に

同種粒子の場合は色々考えなきゃだめですよ，と。ここは量子力学における議論と同じ。具体的には Section

5.3付近で扱うことになる。
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