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5.3 e+e− → µ+µ−
: Nonrelativistic Limit

これまでやったことの非相対論的極限を考える。極限を取れそうな式は (5.12)・(5.13)ぐらいなので

dσ

dΩ
=

α2

4E2
cm

√
1 −

m2
µ

E2

[(
1 +

m2
µ

E2

)
+

(
1 −

m2
µ

E2

)
cos2 θ

]
(5.12)

=
α2

4E2
cm

‖k‖
E

[(
2 − ‖k‖2

E2

)
+

‖k‖2

E2
cos2 θ

]

∼ α2

2E2
cm

‖k‖
E

(5.33)

となり，微分散乱断面積が θ に依存しなくなる。この結果を，以前やったのと同じ方法で再導出する。

この導出は極めて簡単である。

M =
e2

q2

(
v̄(p′)γµu(p)

)(
ū(k)γµv(k′)

)
(5.1)

であるが，まず最初に，始状態の spinがどちらも +z の偏極である場合を考える。

(5.29)式aより

v̄(p′)γµu(p)
˛

˛

˛

+z,+z
= −2E

ˆ

0, 1, i, 0
˜

for µ
(5.34)

である。一方 muon側は，(3.49)・(3.146)式で p3 ∼ 0として

u =
√

E

„

ξs

ξs

«

, v =
√

E

„

ξ−t

−ξ−t

«

(5.35)

であるので (5.36)のようになる。結果として

M(e−+z e+
+z → µ+

t µ−
s) = −2e2ξs†

„

0 1
0 0

«

ξ−t (5.37)

となり，全 spinについて足せば

dσ

dΩ
(e−+z e+

+z → µ+µ−) =
α2

E2
cm

‖k‖
E

(5.38)

となる。

a つまり (3.49)・(3.146)式で p3 ∼ E とした式。電子は E ∼ mµ の時でも ‖p‖ ∼ E なので。

Spinについて総和を取るとき，

ξ上 =
(

1
0

)
, ξ下 =

(
0
1

)
, ξ−上 =

(
0
1

)
, ξ−下 =

(
−1
0

)
,

であるため，(5.37)式はmuonの spinがどちらとも +z になるような場合のみ値を持った。

その後の段落は何を言っているのか？ ひょっとして s波だから軌道角運動量が 0(そういえばこういう定義

だった!!)だから角運動量保存，ってことか。となると相対論的な場合もこのような保存則は成り立っていた

のか？ 調べてみる価値は有りそうだ。

始状態が e−−z e+
−z の場合も，対称性より (5.38)と同じ結果となる。Spinが (+,−)の場合は，spinorの

巻きが同じ (つまり表示した形では上下が逆)となるため 0になる。

これら 4つの場合を足し合わせ，始状態と終状態の重ね合わせ度合い 2× 2 で割ると，(5.33)が再現される。

1



Pe
sk
in

Se
mi
na
r
20
07

Sp
ri
ng

◆ Bound States

粒子 (っていうか muon)がとても遅い場合，muon間の Coulomb相互作用による束縛状態が生じる。非相

対論的極限を取ったことによる効果である。

束縛状態の議論は難しい。今回は非相対論的な 2粒子束縛状態の生成・消滅を取り扱う。

■電子→束縛 : 綺麗な spinの束縛状態

先ほどの議論より
M(↑↑→ k1, k2) = M(↑↑→ k↑

1, k
↑
2) = −2e2 (5.39)

であるわけだが，一般に状態 |B〉は

|B〉 '
∫

d3k1 d3k2

(2π)6
|k1,k2〉〈k1, k2|

(2m)2
|B〉

の様に展開できる。

ここで，重心系を考え，左から 〈p1p2|T をかけると，(4.73)式より

(左辺) = M(↑↑→ B) · (2π)4δ(4)(p1 + p2 − pB)

(右辺) =
∫

d3k1 d3k2

(2π)6
〈k1, k2|B〉

(2m)2
· M(↑↑→ k1,k2) · (2π)4δ(4)(p1 + p2 − k1 − k2)

となる。第 0成分の積分をお互い了解してしまえば

M(↑↑→ B) · δ(3)(pB) =
∫

d3k1 d3k2

(2π)6
〈k1, k2|B〉

(2m)2
·M(↑↑→ k1, k2)δ(3)(k1 + k2)

となる。

ここで，左辺の delta関数は了解された形なので，右辺も了解された形に変形せねばならない。そこで

M(↑↑→ B) =
∫

d3k1 d3k2

(2π)6
〈k1, k2|B〉

(2m)2
·M(↑↑→ k1,k2)

∣∣∣
k2=−k1

となる。

さて。ここで規格化条件を満たすように

ψ̃∗(k1) · · ·
〈k1,k2|B〉
2m

√
2M

と結び付けたいのだが，しかしながら左辺は k2 で積分されることを待ち望む形であるので，

ψ̃∗(k1) :=
∫

d3k2

(2π)3
〈k1,k2|B〉
2m

√
2M

∣∣∣∣∣
k2=−k1

と定義せねばならない。すると

M(↑↑→ B) =
√

2M

∫
d3k

(2π)3
ψ̃∗(k)

1
2m

M(↑↑→ k↑,−k↑) (5.44)

が導かれる。

この変形はかなりいい加減に見える変形であるが，次元はとても一貫しており，(5.43)式から (5.44)式へ

の変形に十分な説明を与えていると思う。

Center-of-mass frameを考えるともっとあっさり変形できるのかな?っていうかそうでもしないと総運動量

K を nonzero にしたときの状況は書けそうにないなぁ。そもそも僕は (5.40) に対応する運動量がどうして

(5.41)になるのかが分からなかった。
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さて。気を取り直して (5.44)式を考えると，M ' 2mからあっさり

M(↑↑→ B) =
√

2M

2m
(−2e2)

∫
d3k

(2π)3
ψ̃∗(k) =

√
2
M

(−2e2)ψ∗(0) (5.45)

となる。これはなんで naturalなの？？

■電子→束縛 : 任意の spinの束縛状態

我々は，非相対論的極限では，束縛状態の spinは muonの spinが +z, +z であるような場合に対応する形

になることを知っている。ここでは，非相対論的で無い場合にも拡張できるよう，一般 spinに対する束縛状

態への遷移確率を求めよう。

M(↑↑→ B)の表式は速やかに求まって，

M(↑↑→ B(s, t)) =
√

2M

∫
d3k

(2π)3
ψ̃∗(k)

1
2m

M(e−↑ e+
↑ → µ+

t (k), µ−
s (−k))

となる。また，そもそものM(e−↑ e+
↑ → µ+

t (k), µ−
s (−k))の散乱断面積は，P.147でやった考察を使えば，あ

るmatrix Γを用いて

M(e−↑ e+
↑ → µ+

t (k), µ−
s (−k)) = ξs†Γ(k)ξ−t = Tr

[
Γ(k)ξ−tξs†]

となるわけである。ちなみに非相対論的極限では Γ(k) ∝

(
0 1

0 0

)
となる。

さて。一般に， 
spin 1の時 ξ−ξ† =

1√
2
n∗ · σ (5.48)

spin 0の時 ξ−ξ† =
1√
2
1 (5.49)

となる。

これの美しい証明は思いつかなかった。しかし，spin 0状態の表式
1√
2

h

| ↑↓〉 − | ↓↑〉
i

が

1√
2

»„

0
1

«

`

0 1
´

−
„

−1
0

«

`

1 0
´

–

=
1√
2
σ0

と表せること，spin 0状態が回転に対して (物理的にも表式 σ0 的にも)対称であること，更に複

素 2 × 2行列の基底が σµ で張られることを考えると明らかだろう。

ということで (5.50)式は言える。きっとここにはもっともっと深い意味があるはずなのだが……。

◆ Vector Meson Production and Decay

非相対論的極限で考える。e−↑ e+
↑ による散乱については，

M ∝ Tr
[(

0 0
1 0

)
ξ−ξ†

]
であるので，結局 ξ−ξ† の左下の成分，即ち n∗ · (x̂ + iŷ)のみが効くことになる。

また，e−↓ e+
↓ による散乱の場合も，(5.47)式と同様にして

M ∝ Tr
[(

0 −1
0 0

)
ξ−ξ†

]
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であることがわかるので，結局 n∗ · (−x̂ + iŷ)が効くことがわかる。

よって，unpolarizedな粒子による散乱についてのMを考えると，spin 1の状態は 3状態考えられること

から

|M(e−e+ → Bn)|2 =
2
M

(4e4)
[
1
4

(
|n∗ · ε+|2 + |n∗ · ε−|2

)]
|ψ(0)|2

=
2
M

(4e4)
[
1
4

(
|nx|2 + |ny|2

)]
|ψ(0)|2

となる。更に，nに直交する 2方向について考えて和を取ると

|M(e−e+ → Bn)|2 =
2
M

(4e4)
1
2
|ψ(0)|2

となる。*1

あとは (4.79)式を考えれば (5.53)を得る。積分を取り払って

σ(e+e− → B) =
1

8m2
· δ(E2

cm − M2) · 2
M

(4e4)
1
2
|ψ(0)|2 =

64π3α2

M3
· δ(E2

cm − M2)|ψ(0)|2 (5.54)

を得る。

この結果は，束縛状態が電子対消滅における共鳴状態であることを意味する……って共鳴状態を 120%理解

してないのですが，まぁいいや。束縛状態の時間幅が短ければ，energyの不確定性も許されてこの delta関数

は共鳴 peakの形となる。*2

■崩壊

束縛状態が生じたなら，その逆反応も起こるはずだ，と。特に，電子に戻る場合でなく，更に軽い leptonに

なる場合もある。

量子力学的に考えれば，逆反応に対するMは，M† で与えられる。よって (4.86)式より

Γ(B → e+e−) =
4e4

M2

∫
dΠ2

(
|nx|2 + |ny|2

)
|ψ(0)|2 (5.55)

=
4e4

M2

∫ (
1
8π

d cos θ

2

)(
|nx|2 + |ny|2

)
|ψ(0)|2 (5.56)

=
4πα2

M2

∫
d cos θ

(
|nx|2 + |ny|2

)
|ψ(0)|2

=
16πα2

3
|ψ(0)|2

M2
(5.57)

となる。*3(nx などを 4で割らないことに注意。っていうかこんなの言われないと気づかない……。)

■散乱断面積と崩壊率の関係

ちょっとじっくり考えるだけの気力がないので，みんなで物理的意味を考えましょう。

*1 うはー……式を追うことしかできない……。
*2 Sec.4.5で，どうして (4.64)のような量子力学と同じ形の共鳴 peakで表されるのか，という疑問があったけど，……その疑問は

holdされたままだな。
*3 あれ……cosineの積分はどうやったんだ……？；；
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■応用例 : Quarkonium

応用例は，muonではなく，quarkと antiquarkがくっついた，quarkoniumである。

Quarkoniumの中で spin 1のものには，J/ψ粒子 (charmonium(cc̄)の第 1励起状態)，ψ粒子 (charmonium

の第 7 励起状態)，Υ 粒子 (bottomonium(bb̄) の第 1 励起状態) などがある。*4そいつらは Fig.5.3 に現れて

いる

散乱断面積の計算に必要な ψ(0)の値は，さすがに quarkについては第一原理的には考えられないが，非相

対論的・現象論的に解析されている。まぁとりあえず，そこに与えられている公式を使えば，quarkに特徴的

な長さが femtometerの程度であることがわかるとかなんとか。

■おまけ

今回は，第一原理から全てを導く代わりに，近似式を用いて解いた。が，もちろん相対論的に厳密に考える

ことも出来る。

この散乱理論は，Feynman diagramでは図のような束縛状態として書けるが，これはmuon loopを高次項

まで足していったことと同じであるらしい。

◆ 追記

今回はだいぶアタマの回っていない状態で書いた部分が多いので，かなりアラやら勘違いやらがあるかもし

れません；；；；

*4 もちろん基底状態は spin 0の状態である。
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